Grupy, télesa’ prvoéisla Seminaf algebry, 13. 5. 2025

Definice 1 (Grupa): Mnozinu G s binarni operaci @ nazveme grupou, spliuje-li nasle-
dujici axiomy (pravidla):

1. Va,be G:a®dbe G < axiom uzavienosti
2.3de€eG:VaeG:ade=eda=a <« existence neutralniho prvku
3. VaeG:beG:adb=bDda=c¢ <« existence inverzniho prvku
4. Va,b,ce G: (a®db)dc=a®d (bdc) < asociativita

Definice 2 (Abelovska grupa): Grupu G nazveme abelovskou, spliuje-li navic pod-
minku:

5. Va,beG:a®db=0bDa < komutativita

Dilezitou (abelovskou) grupou je kone¢na grupa Z,,, ktera je tvorena celymi ¢isly modulo
n s operaci s¢itani modulo n. Napiiklad pro n = 5 mame Z; = {0, 1,2, 3,4} a operacia +
b= (a+ b)mod5.

Uloha 1: Uréete, zda nasledujici struktury splituji axiomy grupy a zda jsou Abelovské.

L (Z,+) L (R,+)

2. (Z, ) 2. (Rv)

3. (Q,+) 3. sudé funkce s operaci skladani (f o g)(z) = f(g(x))
4. (Q,") 4. singularni matice o rozmérech 2 x 2 s operaci s¢itani
5. (@\{0},)

Uloha 2: V grupé symetrii D, (symetrie ¢tverce) s operaci skladani symetrii provedte
nasledujici:

1. Urcete vSechny prvky grupy.

2. Zjistéte, jestli je grupa abelovska. Pokud ne, sestrojte protipfiklad.



Definice 3 (Téleso): Mnozinu T s binirnimi operacemi @ a © nazveme télesem,
spliuje-li nasledujici axiomy:

1. (T, ®) je abelovska grupa <« neutralni prvek 0, inverzni prvek —a
2. (T'\ {0}, ©) je abelovska grupa <« neutralni prvek 1, inverzni prvek a~*
3. Va,b,c €T :a0(b®c)=(aO@b)@®(a®c) « distributivita

Béiné se setkame s télesy realnych, racionalnich a komplexnich ¢isel (s obvyklymi
operacemi). Polynomy také tvofi téleso. Méné Casto pak s kvaterniony, ty jsou vsak
nekomutativni.

Pokud vezmeme mnozinu Z,, , automaticky to téleso neni. Téleso je to pravé tehdy, kdyz
n je prvocislo.

Uloha 3: V télese Z, teste rovnici

3r+4=2

Uloha 4: V télese Z,; feste soustavu rovnic

204+ 3y =5
dr —2y =17

Uloha 5: V télese Zy vypocitejte determinant a najdéte inverzi matice

(&3

Véta 1 (Mald Fermatova): Bud p prvoéislo a 0 # a € Z,,. Pak aP! = 1v télese Z,.

Uloha 6: Dokazte malou Fermatovu vétu.
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